Datové struktury 1 — Cviceni 09 2022-11-29, 14:00

Uvazme systém hashovacich funkci {h,5(2) = ((ax + b) mod p) modm;a,b € [p],m < p,p je prvocislo}.
Na prednasce jste vidéli, ze je 2-universalni. Co se stane, pokud zakdzeme moznost a = 07 Ukazte, Ze je
tento novy systém dokonce l-universalni.

Ukazte, Ze dokonce i systém {h,(z) = ((ax) modp)modm;a € [1,p],m < p,p je prvoéislo}, tedy bez
aditivniho ¢lenu, je 1-universalni. Bude to platit, kdyz povolime a = 0?7

Lagrangeova interpolace. M&jme body {(z;, )} C R? takové, Ze x; jsou rizna.

a) UkaZte, Ze existuje pravé jeden polynom p stupné n takovy, ze p(z;) = y; pro vSechna i € [n + 1].
b) Najdéte jej.

Napovéda. Najdéte sadu polynomi ¢;, které se na x; vyhodnoti na 1 a na z; # x; na 0.

Na prednasce jste vidéli, Ze pomoci zcela ndhodné hashovaci funkce lze sestrojit (statickou) tabulku
pro podmnozinu S univerza U, kterd nemd zadné kolize. Nevihodou je, Ze spotfebovava pamét Q(n?).
Ted si ukdZeme, jak snizit pamét na O(n), pfifemz pamét méfime v poétu paméfovych bunék, které
jsou O(logn)-bitova ¢isla. Predpokladame, ze takovou funkei dokdZzeme samplovat v konstantnim c¢ase a
7e si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim prostoru.

High-level pohled. Udélame si dvoutroviiovou tabulku. V prvni trovni si zcela ndhodnou hashovaci
funkei f rozhodime prvky do kybliki By, ..., B, (nékteré mohou byt prazdné). Oznaéime b; = |B;].

Ve druhé trovni si v kazdém kybliku udélame bezkolizni tabulku pomoci konstrukce z prednésky.

Prvni aroven. V konstantnim ¢ase si vybereme zcela ndhodnou hashovaci funkci f: U — [n]. Tou roz-
hazime S do kybliki. To opakujeme, dokud neplati, ze Y ., b7 < fn pro = 4.

Chceme ukézat, ze tento krok budeme opakovat nejvyse dvakrét (ve stfedni hodnoté). Bude se hodit znat

Markovovu nerovnost: Nechf X ndhodna veli¢ina nabyvajici kladnych hodnot. Pak Pr[X > a] < @
pro a > 0. (Uméli byste dtikaz?)

Necht C' znaéi pocet kolizi.

a) Urcete E[C].

b) Uréete C' v zavislosti na b;.

c) Urcete E[Y ", b;] na zakladé predchozich dvou hodnot.
)

d) Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = > 1", b? s vhodnou konstantou, abyste

dostali pozadovany vysledek (bude se opét hodit stfedni hodnota geometrického rozdéleni).

Druh4 tdroven. Pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzalni hashovaci funkci g;: U — [ab?]
pro a = 2. Opakujeme, dokud neni prosta pro prvky, které dopadly do B;.

Necht 7, mé¥i pocet opakovani volby g¢;, dokud nedostaneme prostou funkci pro prvky, které dopadly
do B;. Chceme ukézat, ze E[r;] < 2.

Necht C,, mé¥i pocet kolizi klice x € B;.
a) Shora odhadnéte E[C,].

b) Pouzitim Markovovy nerovnosti a union boundu (umite uz dikaz?) uréete shora odhadnéte pravdé-
podobnost, ze existuje prvek, ktery ma aspon jednu kolizi.

¢) Dokondete tlohu.

Urcete ¢asovou sloZitost pro konstrukei obou trovni. (Kazda by méla byt linedrni)

Poznamka. Tuto konstrukci muzete najit pod ndzvem FKS perfect hashing podle autort Fredman,
Komlés a Szemerédi.



